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ANWENDUNG VON RIEMANN-SUMMEN IN DEFINITIONEN 
VON INTEGRALEN 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of May 31, 1969) 
Diese Mitteilung gibt eine Ubersicht der mittels Riemann-Summen fur 
viele bekannte Integralbegriffe miiglichen Definitionen. Fur Beweise von 
Behauptungen wird fast immer auf die korrespondierende(n) Arbeit(en) 
der Bibliografie verwiesen. 
Der euklidische Raum Ri. 
$ 1. Das Riemann-Integral im euklidischen Raum RI. 
a) Eine im linearen Interval1 (a, b) definierte beschrankte Funktion 
f(x) hat d ase lb t s ein Riemann-Integral jca,b)(R) f(x) dx = I, falls es zu e > 0 
ein 6 > 0 gibt so da13 ftir jede Zerlegung von (a, b), mittels Zerlegungspunkte 
a=xo<xl< .., <x,-l<x,=b, 
in endlich viele Intervalle (xj-1, q), mit xj-xj-1~6 (i= 1, . . . . p), und bei 
willkiirlicher Wahl der Punkte & in den korrespondierenden Intervallen 
(Xj-1, Xj) (j= 1, . ..) p), die Riemann-Xumme 
,f f (t) ’ CQ - 5-d 
immer urn weniger als E von I abweicht. 
b) Geometrische Definition [l]. 1) Fur eine in (a, b) nicht-negative 
beschrankte Funktion f(x) ist zur Existenz des Riemann-Integrals tiber 
(a, b) notwendig und hinreichend die MeBbarkeit nach Jordan der Ordi- 
natenmenge S(f) _= 9 (a<x<b; OSySf(x)), wobei dann 
Sm) f(ddx=d as ( zweidim.) Jordan-Mal3 von 9. 
Bei f(x) beschrankt in (a, b) sei 
f+(x) = f(x) in den Punkten x von (a, b) mit f(x) 2 0, 
= 0 in den tibrigen Punkten von (a,b); 
f-(x) = 0 in den Punkten x von (a, b) mit f(x) 20: 
= -f(x) in den tibrigen Punkten von (a, b). 
1) Ziffem in eckigen Klammern weisen auf die Bibliografie am Ende hin. 
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Notwendig und hinreichend ZUP Riemann-Integrierbarkeit von f iiber (a, b) 
ist die Jordan-MeBbarkeit der Ordinatenmengen Q(f+) und .Q(f-) ; dabei 
ist dann 
Sta,b) f dx = das Jordansohe MaB von Q(f+) - 
-das Jordansche Ma13 von Q(f-). 
c) Definition mittels Lebesgue-Jordan Summen [2, Bbis]. 
Damit eine in (a, b) beschrankte Funktion f(x) [also /f(x)1 cM in (a, b)] 
ein Riemann-Integral iiber (a, b) hat, ist notwendig und hinreichend da13 
sie in (a, b) Jordan-mel;Jbar ist, was heiBen sol1 daB fiir jedes y in (-2M, 
+ M), eine hiichstens abz6hlbar unendliche Teilmenge H ausgenommen, 
die Teilmenge E[f(x) 2 y] von (a, b) ein Jordansches Ma13 m~{E[f(x) 2 y]} 
hat; auBerdem ist dann 
Jca,b) f (x)dx= lim 6~o j; Y~-l~mPkh-l~ f (4 <Yd)P 
bei -M=y~<yi<... < yp-1 < yp = M ; 6 = gri33te Lkge der (yf-1, yf) der 
zugehorigen Zerlegung von (-M, M), und jedes yj 6 H. 
Bemerkung . K sei der kleinste, die Teilintervalle i und die Mengen 
{x> von einzelnen Punkten eines fest gewahlten Intervalles is umfassende 
Mengenkiirper. Hat dann f (beschrLnkt in is) ein Riemann-Integral iiber 
ia, so 1SiBt sich die fiir die Teilintervalle i durch Y(i) c si f dx und fiir 
die Mengen {x> von einzelnen Punkten durch Y[{x}] = 0 definierte Mengen- 
funktion in eindeutiger Weise zu einer fiir die Mengen E von K beschrankt 
additiven Mengenfunktion Y(E) erweitern. 
Bemerkung. Notwendig und hinreichend zur Existenz des .A?. Inte- 
grals von f (beschrankt in io) tiber io ist da13 die Unstetigkeitspunkte von 
f in is eine Lebesguesche Nullmenge bilden. 
5 2. Das Riemann-Stieltjes Integral in RI. 
Bei einer in (a;, b) nicht-abnehmenden stetigen Fur&ion q(x) 16Bt sich 
fur eine beschrankte Funktion f (5) ein zugehoriges Riemann-Stieltjes 
Integral J’(O) VW f(x) 6-4 x in analoger Weise wie das Riemann-Integral ) 
in 8 1 definieren ; bei p(x) _= x erhalt man das R-Integral als Spezialfall 
des RX-Integrals. Neben a) behalten such b) und c) und die Bemerkungen 
von $ 1 ihre Giltigkeit bei Ersetzung von Jordan-MaB durch Jordan- 
Stieltjes (v-)MaB, von Lebesguescher Nullmenge durch Lebesgue-Stiel- 
tjessche (p-)Nnllmenge. 
Unstetigkeiten von y(x) in (a, b) fordern nahere Betrachtung. Bei f(z) = 0 
in (0, l), f(l)=l, und f(x)=2 in (1, 2), mit v(x)=0 in (0, l), v(l)=l, und 
y(x) = 2 in (1, 2) liegt es auf der Hand fur Sca,a) f dcp den Wert 1 x 2 = 2 
zu erwarten, daneben j”p,l) f dcp = Scl,z) f dp = 0, St1) f dy = 1 x 2 = 2. Nehmen 
wir auBerdem f(0) =f(2) = 0; cp(O)=O, q(2) = 2, so 18Bt sich das Integral 
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als additive Mengen-Funktion auffassen fur die aus endlich vielen Teil- 
segmenten von [0, 21, welche je zwei nur hochstens einen Randpunkt 
gemeinsam haben kiinnen, aufgebauten ,,Segmente”-Mengen. 2) Dann ware 
zu erwarten JIO,~I f dq= 1, Jll,zl f do= 1, Jlo,zl f dq= 2; die Menge (1) ist 
keine ,,Segmente”-Menge, und liefert nun keinen Integralwert. 
Bei Ubergang zu euklidischen Raumen R, mit n 2 2 nimmt der Unter- 
schied zwischen der Betrachtung des Integrals als Mengenfunktion im 
Mengenkarper K (wie in 9 1) und der als ,,Segmente”-Funktion im 
,,Segmente”-Korper weiter zu. (Siehe such [3b] neben [3c]). 
Wir bevorzugen die Auljassung des RX-Integrals (in RI) als additive 
Mengenfunktion in K; diese schliel3t sich besser bei der Auffassung des 
Lebesgueschen Integrals als total-additive Mengenfunktion in RI an. 
Daneben la& sich eine Erweiterung der nicht-abnehmenden Punkt- 
funktion q zu einer Punktfunktion von beschrankter Variation such in 
nachfolgender Weise ausdriicken. 
y(i) sei eine endlichwertige, beschr&kt additive Segmentfunktion, de- 
finiert fur alle Segmente i im Segment io = [p 5% ~41, und von beschrank- 
ter Variation in ZO. Fur ein Interval1 i(xr, ~2) = (x1 <x <x2) g is sei 
@[+a, x2)1 = ,,+Fy+, y{i[xr + hr, xz -ha]}; der hier auftretende (endliche) 
h,>d* $>O’ 
Grenzwert existiert immer. Fur eine nur einen einzelnen Punkt enthaltende 
Menge (x0) C io sei @[{x0}] = lim y{$xo - hi, 20 +&I). Die (eindeutige) 
hl+O, he+O; 
h,>O. h,+O 
Erweiterung der Definition von di fur offene Intervalle i und aus einem 
einzelnen Punkt aufgebaute Mengen {x> zu den Mengen des kleinsten, 
die Mengen i und {x} umfassenden Mengenkorpers K (in io), wobei die 
Mengenfunktion beschrankt additiv sein ~011, a) liegt auf der Hand; @ ist 
dann such o-add&v fiir die Mengen von K. 4) Die Mengen i und {x> bilden 
die Basis KO von K. 4”) 
“) Sie bilden einenKdrper (=Ring), jedoch keinenMengenkljrper im iiblichenSinne. 
3) D.h.: 1” aus P EK, & E K, P.Q=O folgt d, (P+&)=@(P)+@(&); 2’ aus 
A E K folgt die Endlichkeit der oberen Grenze aller I@(E)] -Werte mit E z A, E E K. 
4) D.h.:ausAncK@=l,2,...),Ai.Ak=O(j fIc), $ A,~Kfolgt@( :A%)= 
=m&wd. 
n=1 n=1 
4*) Eine beilauflge Bemerkung sei hier hinzugefiigt. 1st y(i) eine beschrankt- 
additive nicht-negative Segmentfunktion fiir die Teilsegmente von [a, b], so braucht 
sie bekanntlich nicht o-additiv zu sein. In hiichstens abzghlbar unendlich vielen 
Punkten von [a, b] gibt es links- und (oder) rechtsseitige Unstetigkeitsspriinge von 
y > 0. Verringert man fiir jedes i c [a, b] y(i) mit der Summe der Stetigkeitsspriinge 
in Punkten von i (innerseitig an den Endpunkten) so entsteht eine a-additive 
Segmentfunktion ~0, deren Spriinge in allen Punkten von [a, b] gleich Null sind. 
Beweist man mm das Theorem 36.1 (Satz von B. Levi) in R . Henst ock’s Theory 
of integration 1963, S. 82 fiir h, E lye, so folgt darauf leicht das Theorem such fiir 
h, - v. Die Behauptung auf S. 2 des zitierten (auf Anwendung von Segment- 
funktionen gegriindeten) Buches : “Contrary to the general view, complete additivity 
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Die fur die Mengen von K zubildenden positiven, negativen und totalen 
Variationen von @‘, bzw. G, g und T, sind fiir diese Mengen ebenfalls 
endlich, beschriinkt- und o-additiv; dabei sol1 fiir A E K G(A) = (endliche) 
obere Grenze aller G(E)-Werte mit E & A, E E K; g(A) = (endliche) untere 
Grenze dieser Q(E)-Werte, und T(A) =G(A)+ Ig(A)l sein. Auch l&;Bt sich 
zeigen : @(A)=G(A)+g(A). 
a) [3a,b,c ; 4a, 1, 5 31. Bei E> 0 ist eine 8-Zerlegung von (a, b) s i0 in 
bezug auf (@ oder) T eine Zerlegung von [a, b] in endlich viele Mengen 
{q} von einzelnen Punkten (xs = a < xi < . . . < q-1 < xp = b), unter denen 
alle Punkte 5 E (a, b) mit T[{E}]= >a vorkommen, und die endlich vielen 
offenen Mengen ij = (+I, q), fur die T[ij] <E sein SOIL Bei einer in (a, b) 
beschrankten Funktion f lassen sich dann zu der c-Zerlegung in bezug 
auf T nachfolgende Summen bilden: 
(2) j$l obere Grenze von j auf ij x T[(xj-1, xj)] + lgl f (xj). T[(xj}], 
und 
(3) j$l untere Grenze von f auf ij x T[(xj-1, q)]+ rg:f (q). T[{xj}]. 
Konvergieren bei E -+ 0 die Summen (l), (2) und (3) zu einem gemein- 
samen Grenzwert, so definiert dieser das RS-Integral von f tiber (a, b), 
Jca,b) f dT, in bezug auf T. 
Dann existieren such die in analoger Weise zudefinierenden G-, ]gl- und 
@-Integrale von f iiber (a, b). 
b) Geometrische Definition [3Qyc; 4a, 1, 6 31. Fur eine in (a, b) 
nicht-negative beschrankte Funktion f(x) ist zur Existenz des RS-Integrals 
in bezug auf T tiber (a, b) notwendig und hinreichend die T-MelSbarkeit 
nach Jordan-Stieltjes der Ordinatenmenge Q(f) = Q(a < x < b ; 0 5 y S f (x)), 
wobei dann Sta,b) f dT =das (zweidim.) T-Ma0 von Q nach Jordan- 
Stieltjes. 5, 
Bei f(x) besohrankt in (a, b) seien f+ und f- definiert wie in $j 1, b). 
Notwendig und hinreichend zur RS-Integrierbarkeit von f i.b.a. T tiber 
(a, b) ist die T-MeSbarkeit nach Jordan-Stieltjes der Ordinatenmengen 
sZ(f+) und sZ(f-) ; dabei ist dann 
Jca,a) f dT=das J.-S. T-MaB von Q(f+) -das J.-S. T-Mal3 von Q(f-). 
of the measure is not required in order that we should have theorems of Lebesgue 
type; here we find that finite additivity is enough” scheint uns darum nicht in 
solchem absolutem Sinne aufzufassen zu sein wie der Wortlaut des Zitates suggeriert. 
5) Ein zweidim. Interval1 (p < z < 4; r < y < s) hat dabei ein J.-S. MaQ gleich 
(s-r) x das lineare Ma8 T[(p, g)]. 
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c) Definition mittels Lebesgue-J.-S. Summen [3”9b*c; 4a, 1, 
$ 31. Damit eine in (a, b) beschrankte Funktion f(x) [also If(x)1 <&! in 
(a, b)] ein RS-Integral iiber (a, b), S ca,b) / dT, in bezug auf T hat, ist not- 
wendig und hinreichend da13 sie in (a, b) Jordan-mepbar in bexug auf T 
ist, was heil3en sol1 da0 fur jedes y in (-&f, +&!), eine hijchstens abzahl- 
bar unendliche Teilmenge H ausgenommen, die Teilmenge E[f (x) 2 y] von 
(a, b) ein (lineares) J.-S. Ma6 in bezug auf T, mr;J,&C[f(x) 2y]}, hat; 
auSerdem ist dann 
bei -H=ys<yi<... <yp-l<yp=N; 6=griiWte Lange der (yj-1, yj) der 
zugehorigen Zerlegung von (44, t-&Q, und jedes yj $ H. 
Fur die zugehorigen G-, lgj- und @-Integrale von f iiber (a, b) hat man 
analoge Formeln. 
Be m er kung . K sei wieder der kleinste, die Teilintervalle i und die 
Mengen (x} von einzelnen Punkten des Intervalles io umfassende Mengen- 
korper. Hat dann f (beschrankt in is) ein RX-Integral iiber ia i.b.a. T, 
so la& sich die fur die Teilintervalle i durch Yr(i) = St f dT, und ftir die 
Mengen {x} durch Y~[{x}] = f(x). T[(x}] definierte Mengenfunktion in 
eindeutiger Weise zu einer fur die Mengen E von Ii beschrankt additiven 
Mengenfunktion YT(E) erweitern. Analog l&St sich IV,(E) einftihren. 
Bemerkung. Notwendig und hinreichend zur Existenz des RX- 
Integrals von f iiber io in bezug auf (@ oder) T ist da13 die Unstetigkeits- 
punkte von f in io, mit T[{[)]=O, eine Lebesguesche T-Nullmenge bilden. 
$ 3. Das allgemeine Riemann-Integral in RI. Das LX- 
Integral als Spezialfall. [4&, I, II, IIbiS]. 
io, w, @, T, G, g und K, Ko seien wie in 5 2. Ubrigens werden keinerlei 
Betrachtungen der Par. 1,2 im folgenden, die FuBn. 8 ausgenommen, 
vorausgesetzt. 
Die nachfolgende Anwendung von Riemann-Summen ftihrt zu der all- 
gemeinen Riemann-Integration in is in bezug auf die s-additive Mengen- 
funktion @; ein solches Integral liefert wieder eine in K beschrankt 
additive Mengenfunktion. Unmittelbar anschliel3end gibt die Betrachtung 
der zugehorigen oberen und unteren allgemeinen Riemann-Integrale fiir 
charakteristische Funktionen von Mengen eine Theorie fur total-additive 
@- und T-MaBe, pa bzw. PT, auf einem o-Korper $$’ (io; T) in io (,Q = 
= ~c-~,~,). Die allgemeinen Riemann-Integrale besitzen schon die all- 
gemein bekannten Grenzwerteigenschaften von B. Levi, Lebesgue und 
Fatou. 
Eine in einer Menge E E R (ia; T) definierte Funktion f heiflt pQ- und 
,uT-meBbar, falls ftir jedes endliche y die Teilmenge E[f 2 y] von E ein 
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,u@- und ein ,ur-MaS hat. Die Lebesgue-Stieltjesschen Integrale in bezug 
auf p@ und ,UT lassen sich mittels Formeln wie (4) in 8 2 einftihren. Als 
erste Resultate folgen dann: 1. F?ir jede Fur&ion, welche in io von einerbei 
Zeichen ist, sind die allgemeine R-Integration in bexug auf CD und die LS- 
Integration in bezug auf p0 iiber io gleichxeitig anwendbar oder nicht; im 
ersten Fall sink! dann die zwei Integralwerte dieselben; 2. Existiert iiber io 
ein LS-Integral von f in bezug auf ,u@, so such ein allgemeines Riemann- 
Integral in bezug auf T, von gleichem Werte; nebst Folgerung: 3. Jede 
,uu,-mepbare Fur&ion f, mit 1 f j a llg emein R-integrierbar in bezug auf di 
iiber io, hat such selbst ein allgemeines R-Integral in bexug auf CD iiber io, 
gleich dem nun ebenfalls existierenden LS-Integral von f in bexug auf ,u@. 
Deuten wir durch m, und ??‘@ die in bekannter Weise definierten Lebes- 
gue-Stieltjesschen @- und T-MaBe an, so folgt aus Existenz von m,(E) 
und mT(E) (E g io) immer dafl such p@(E) und ,uT(E) existieren, mit 
p@(E)=m,(E) und p~(E)=mT(z). Dadurch erhalt man hier das Korollar 
zu 2. : Aus der Existenz von Jg,, f dm, und St, f dmT folgt da13 such 
Jt, Wg. 8) f d@ und Ji,, (allg. R) f dT existieren; die bekannten Eigen- 
schaften der LX-Integrale in bezug auf m, und mT (insbes. die von Levi, 
Lebesgue, Fatou) sind somit Spezialfalle der korrespondierenden Eigen- 
schaften der allgemeinen R-Integrale. Die 39 Seiten von 4a, I, II, IIbis 
liefern somit, ausgehend von Riemann-Summen, eine einfache Einftihrung 
in die Theorie der LX-MaBe und -1ntegrale in RI. 
Nach dieser Einleitung miigen einige zugehijrige Definitionen folgen. 
Definition. Eine zu einem i E Ko gehijrende Riemann-Klasse %[i] 
sei eine Klasse von den einzelnen Punkten x des Segmentes Z zugewiesenen 
i(x), mit x E i(x). 
Sa tz . Bei einer Menge von endlich vielen Trennungspunkten a =x0 < 
<Xl<... <x+1 < zn = b des Segmentes d = {[a, b] (i E Ko), einer in i iiberall 
dichten Menge N und einer Riemann-Klasse %[i] gibt es in jedem Interval1 
(q, Xj+1) (j=O, ***, n- 1) endlich viele, zu N gehSrende Teilungspunkte t*(k) 
mit xi < t+l) < t/J) < . . . < t+li+l) < xj+r, wobei : 1” [xj, t+l)) C i(xj), mit i(xj) E 
E Qi]; 2” (@+l), xg+r] C i(xj+r), mit i(xj+i) E $?l[i]; 3” zu jedem (t+Q, t+J+l)) 
(l=l, . ..) lj) sich ein innerer Punkt $+t) anweisen lL13t mit f(l) E (t,(l), 
t+z+l)) C i(&@)) und i(&(l)) E %[i]. 
Definition A. Nach dem vorigen Satz gibt es zu einer Riemann- 
Klasse %[i] (i E Ko) und einer endlichen Menge E C i von Punkten 5 mit 
T[(E}] # 0 Zerlegungen von io, welche wir {‘i?Qi], E; T)-Zerlegungen nennen, 
und deren jede die folgenden Eigenschaften hat: 1” unter den endlich 
vielen Trennungspunkten a =x0 < xi < . . . < xn = b kommen, aul3er a und b, 
alle und nur alle Punkte 5 von E vor, 2” in jedem (xj, xj+r) gibt es Teilungs- 
punkte t+lf wie im Satze angegeben; dabei sei N die (iiberall dichte) Teil- 
menge von i, in deren Punkten S T[(G3}]=0 ist. 
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Definition B. Zu einer in i (E Ko) endlichwertigen Funktion f und 
der Klasse aller @[iI, E; T}-Zerlegungen von i (gem%0 Def. A) bilde man 
fur jede derartige Zerlegung die Summe 6) 
Die Gesamtheit aller Werte von (5) fur alle moglichen {%[;I, E; T}- 
Zerlegungen, bei %[i] und E fest, liefert eke im allgemeinen mehrwertige 
Riemann-Summe fiir die Fur&ion f : 
-vf ; @@I, E; q1; 
die abgeschlossene Hiille der Menge dieser Werte sei durch 
(PS) 
angedeutet. 
pi[f ; {WI, E; T)l 
Definition C . Falls es zu einer in i endlichwertigen Funktion f eine 
Folge E(l) C E(2) 2 . . . g E(k) g . . . 
zugehiirige-Folge 
(jedes E(k) wie E in Def. A) und eine 
!X(i)[i] 3 %@)[i] 3 . . . 3 %@)[i] 3 . . . 7) von Riemann- 
Klassen gibt, fiir die die F[f ; (U(k)[i], E(k) ; T}] sich in einen Punkt I[f ; i; T] 
(von RI) zusammenziehen, so betrachte man f als integrierbar, und definiere 
durch den (endlichen) Grenzwert I[f ; i; T] das allgemeine Riemann-Integral 
von f iiber i in bexug auf T: 
(5ter) JI f dT=I[f; i; T]== lim F[f; {al(k)[i], E(k); T}], 8) 
k+oo 
Definition D. Existieren die allgemeinen Riemann-Integrale der 
endlichwertigen Funktion f tiber i E KO in bezug auf G und jg], so definieren 
wir das allgemeine Riemann-Integral von f iiber i in bexug auf Cp als eine 
Differenz : 
Stf d@ = Jtf dG-Jif dlgl. 
Definition E. Fur (E} E Ka seien die allgemeinen Riemann-Integrale 
wie folgt definiert: 
6) (a, t&J) = (~0, to(l)) und (t>;l+l’, b) = (62-y’+‘), IL’,) liefern keinen B&rag zu 
dieser Summe. 
7) 3 bedeute da13 fiir jedes z E Z die i(k) (x) sich mit zunehmenden k nur ein- 
s&&&en oder konstant bleiben kijnnen. 
8) Aus der Existenz des &Y-Integrals i.b.a. T in 0 2, a) folgt da13 die dort be- 
trachtete Fnnktion f such ein allgemeines R-Integral i.b.a. T hat; die Integralwerte 
sind dieselben. 
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Bemerkung. LBBt eine Funktion f such unendliohe Werte zu in 
einer Teilmenge H von E E K 0, mit PUT(H) =O, so betrachte man f ah 
allgemein R-integrierbar i.b.a. T bzw. @ tiber E, falls eine Eunktion fo, 
gleich f in den Punkten von E-H und endlich in den Punkten von H, 
ein allgemeines R-Integral SE fO dT bzw. JE fO d@ hat, und definiere sodann 
JEf dT=JEfOdT b zw. j”E f d@=JE fO a@. 
$ QbiS. Das Zusammenfallen der MaI3e pr und mr, und der 
MaSe pQ und m, in RI. [4b, VIIbis, 3s 49-511. 
Neben den schon aus den in 8 3 angegebenen Betraohtungen hervor- 
gehenden Ungleichungen zwischen BulSeren und inneren MaSen : 
Idfit sich, unter Anwendung einer Hilfsintegration im Sinne von Perron 
und des Begriffes der Totalstetigkeit von Mengenfunktionen, beweisen: 
aus Existenz von ,uT(A) folgt Existenz von mr(A), und umgekehrt; 
aus Existenz von p@(A) folgt Existenz von m,(A), und umgekehrt. 
Die Theorie der LX-Integrale in bexug auf ,u@ und pi, und die der LS- 
Integrale in bezug auf mcp und mT fallen 8omit zusammen. 
Q 4. Die Aquivalenz des allgemeinen Riemann-Integrals 
mit dem speziellen Denjoy-Stieltjesschen Integral. [4”, III; 
4b, VII; 51. 
io, y, @‘, T, G, g und K, KO seien wieder wie in 5 2. 
Definition. Fur eine in den Teilintervallen i von io definierte Inter- 
vallfunktion Y(i) gibt es im Punkt x E io, mit T[{x}] = 0, jedoch keiner 
Umgebung i(x) mit T[i(x)]=O, eine untere [obere] Derivierte in bexug auf 
WWI T, Dr;,Y [Br,,Y] gleich lim inf [lim sup] - wobei i(x) & is Um- 
i(Z) --) z T[Wl ' 
gebung von x, mit Endpunkten vom T-Mal3 Null, und sich in x zusammen- 
ziehend. Gibt es Umgebungen i(x) von x mit T[i(x)] =O, und ist dann 
such immer Y[i(x)]= 0, so betrachte man DT;%Y [DT;$Y] zwar als exis- 
tierend, jedoch von unbestimmtem Werte. 
In einem Punkte x E i0 mit T[{x)] f 0 definiere man fi.ir eine such fib 
Mengen von einzelnen Punkten festgelegte Mengenfunktion Y: 
- YL @>I -. DT;~ ~=DT;, y= TLlxll 
Definition F. In io 3 ia (p, 4) ist eine fur die Teilmengen E K end- 
liche, beschrankt additive Mengenfunktion Y,, eine xu der in io gegebenen 
Punktfunkttion f adjungierte T-Xajorante, wenn: 1. fur jeden Punkt x E io 
mit T[{xx)] = 0 such YO[{~}] = 0 ist; 2. Y0 in jedem Punkte x E CO stetig 
ist, was heiljen ~011: aus p 6~’ <p’ 5 q folgt immer lim Y,J(p’, q’)] = 
2.+-g’ 
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lim u’,[(p’, @)I = 0; 3. die untere T-Derivierte von Yd existiert, # --00 
D’--tP’ 
und >=f(x) ist in allen Punkten x von ic, eine (ev. leere) abzahlbare Menge 
von Punkten wie unter 1. ausgenommen. 9) 
Definition G. Die in io fiir die Teilmengen E K endliche, beschrankt 
additive Mengenfimktion YU ist eine zu f in io adjungierte T-Ninorante, 
wenn: 1, fiir jeden Punkt x E ic wit T[{x}] = 0 such YU [{x>] = 0 ist; 2. YU 
in jedem Punkte x E ia stetig (siehe Def. F, 2) ist; 3. die obere T-Derivierte 
von YU existiert, # + 0~) und s/f(x) ist in allen Punkten x von io, eine 
(ev. leere) abzahlbare Menge von Punkten wie unter 1. ausgenommen. 9) 
Definition H. Uber io existiert das Perron-Stieltjes Integral van f in 
bezug auf T, falls 
untere Grenze aller ul,[ia] =obere Grenze aller U;[&]; 
der gemeinsame Wert dieser Grenzen ist dann der Wert des Integrals 
St, (PS) f dT. 
Dann existiert ebenfalls Si (PAS’) f dT fur jedes i C ic; such ist dann fur 
jedes x E is: 
SW (PS) f ~T=fWW41~ wobei ev. i- 00.0 = 0 gesetzt wird. 
Definition J . Ein unbestimmtes spezielles Denjoy-Stieltjessches Inte- 
gral in bezug auf T der Bunktion f in io ist eine fiir die Teilmengen von is 
und E K beschrankt additive endliche Mengenfunktion, welche fur (6) E ic 
einen endlichen Wert f(l) .T[(E}] hat (ev. f co.O= 0), stetig ist in den 
Punkten von i. (im gleichen Sinne wie Y0 in Def. F), w&rend jede 
perfekte Teilmenge P von ic ein Stuck a (wit den Endpunkten p’ und 4’) 
enthalt derartig, daD : a) f tiber a- [{p’} + {$}I ein Lebesgue-Stieltjes 
Integral in bezug auf mT hat; b) die Gszillationen des unbestimmten 
DS-Integrals in bezug auf T von f in den (offenen) zu w komplementlren 
Teilintervallen (pn’, qn’) [d.h. die oberen Grenzen von ]SC~,~) (DS) f dTI bei 
(9-2 6) G (P3nl, 4n')l von (p’, 4’) eine konvergente Reihe bilden, wobei dann: 
s(~.q’) (DS) f a?= SE--[(p’)+(qq, (LS) f dm@ + jl S@&‘.!@ W) f cm. 
Satz. Die Definitionen J und H ftihren genau ebenso weit fur die 
Mengen von Ko. 
Zugehorige Definitionen von DS-Integralen i.b.a. @ und PS-Integralen 
i.b.a. @ sind wieder Siquivalent. 
Da sich nach [4b, VII] aufierdem die Aquivalenz der PS-Integrale und 
allgemeinen Riemann-Integrale, beide nach T bzw. @‘, zeigen la& folgt 
9) In einem Unbestimmtheitspunkte von @T YO oder i&Y* werden die Be- 
dingungen aus Def. F, 3. bzw. Def. G, 3. als erfi.illt betrachtet. 
2 1 Indagationes 
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als neues Hauptresultat : Aus der Existenx des spexiellen DS-Integrals einer 
E’unktion f in bezug auf @[T] fiir die Mengen von Ko folgt die Existenx cles 
allgemeinen Riemann-Integrals von f in bezug auf @[T] fiir diese Mengen, 
und umgeEehrt ; die Integralwerte sind immer dieselben. 
4 5. Erganzende Bemerkung. Die Klasse der in is nicht-negativen 
Funktionen, die ein allgemeines Riemann-Integral i.b.a. @[T] fiir die 
Mengen von KO haben, fallt mit der Klasse der nicht-negativen fiber ie 
im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne i.b.a. ,aJpr] integrierbaren Funktionen 
zusammen. Die Klasse der in is definierten Funktionen, die fiir die Mengen 
von KO ein allgemeines Riemann-Integral i.b.a. @[T] haben, fallt zu- 
sammen mit der Klasse der in ia definierten Funktionen, die fiir dieselben 
Mengen ein spezielles Denjoy-Stieltjes Integral i.b.a. m,Jmr] haben. Man 
kann sich die Frage vorlegen ob es such xu der allgemeinen Denjoyschen 
Integration, also mit Q(i) = Ii], @[{x)1 = 0, eine tiquivalente Definition mittels 
Riemann-Summen besonderer Art gibt. Dies ist in der Tat der Fall wie 
in [6] untersucht wurde. We lot. cit. im letzten Par. angedeutet gibt es 
au&, bei di und T wie hier in 5 3, Anfang, korrespondierende allgemeine 
Denjoy-Stieltjes Integrationen i.b.a. @[T] und dquivalente, mittels besonderer 
Riemann-Summen definierte Riemann-Stieltjes Integrationen i.b.a. @[T]. 
Die Definitionen sind, wie zu erwarten war, nicht so einfacher Struktur 
wie die von $ 3 ; transfinite Induktion findet Anwendung. 
Die euklidischen RLume R,(n22), insbes. Rz. 
$ 6. Das Riemann-Stieltjes Integral in Rz. 
W(Q) sei eine endlichwertige, beschrankt additive Segmentfunktion, de- 
finiert fiir alle Teilsegmente i im Segment io = [PO 5 x S qo ; ro s y 5 SO] des 
eukl. Raumes Rz, und von beschrankter Variation in io. Fur ein (offenes) 
Interval1 i(xl, x2 ; yr, y2) 2 (x1 < x < x2 ; y1-c y < y2) & i0 sei 
@[+a, $2; y1, yz)l= h_~~>o.W{i~~l+~l,~Z-h2; ylfh3, y2-h4]). 
i 
i=1,2.3.4 
Fiir ein lineares Interval1 ii(xo ; yi, y2) = il(x = xo ; yl < y < y2) C io sei 
@[il(xO;yl,yZ)]= lh Y(~[~O--h17~O~k?; ylfh3,y2-h41}; 
hpo:hj>o; 
i=1.2.3.4 
analog l&l& sich @[is(xi, x2; yo)] definieren. SchlieBlich sei fiir eine Menge, 
welche nur einen einzelnen Punkt (x0, yo) E io enthalt, 
@r{@oP Yo)Il= lim ~([xo-hhl, x0fh2; yo-h, yo+h21). hpo:h~>o: 
i =1.2.3.4 
Die (eindeutige) Erweiterung der Definition von @ fti zweidim. und 
lineare Intervalle und aus einem einzelnen Punkt aufgebaute Mengen zu 
den Mengen des kleinsten, die oben genannten Mengen umfassenden 
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Mengenkiirpers K, wobei die Mengenfunktion beschrankt additiv 10) sein 
~011, lie@ auf der Hand; rf ist wieder o-additiv fiir die Nengen von K. 11) 
Die zweidim. und die linearen Intervalle (parallel zur x- und y-Achse) 
und die aus einzelnen Punkten aufgebauten Mengen bilden die Basis KO 
von K. 
Fur positive, negative und totale Variationen von @, bzw. G, g, T, 
gelten die gleichen Definitionen und Relationen wie in RI (3 2). 
a) [3b*c; 7, IV; $ 20 und Vb, 8 341. Bei E> 0 geniigt eine &-Zerlegung von 
;(a, 13 ; c, d) & ia in bezug auf (@ oder) T den Bedingungen: lo fur jedes 
63 mit a< Ep < b und T[il(tp; c, d)] 2_& gibt es eine Teil-Zerlegung des 
linearen Intervalles ii(l, ; c, d) in endlich viele Intervalle il(Ep ; ye, y:,) 
(mit c=yo(“)<yi@)< . . . < y$ = d) und endlich viele Mengen { (fp, y&p))) 
(Z=l, . ..) I(&-1) von einzelnen Punkten, wobei T[il(tp; ye, yrl,)] <E; 
2” fur jedes qa mit C<Q <cl und T[iz(a, b; Q)] 2~ gibt es eine Teil-ZerIe- 
gung des linearen Intervalles &(a, b ; Q) in endlich viele Intervalle 
i&Q(g), x& ; Q) (mit a=xo(@ < xi(g) < *. . < xfb ) = b) und endlich viele 
Mengen ((xk@), qg)) (k= 1, . . . . k(qg)-1), wobei &iz(zt@, xfi,; qg)]<&; 12) 
3” die nicht unter 1” oder 2” fallenden Zerlegungsmengen sind endlich 
viele offene Intervalle i(&, 5jz ; ~jij,, rij,), wobei fur jedes derartige Interval1 
T[i(&, &32; c, d)]<s und T[i(a, b; qjl, Q]<E ist. 
Bei einer in i(a, b ; c, d) beschrankten Funktion f lassen sich dann zu 
den Mengen CUE der a-Zerlegung i.b.a. T und jedem Punkt P, E CIA die 
Summen 
(6) 6 f (p~)*T[o,l 
bilden, liegend zwischen 
(7) 2 obere Grenze von f auf u)= x T[w~] 
CT) 
und 
(8) C untere Grenze von f auf mr x T[co,]. 
(5) 
Konvergieren bei E -+ 0 die Summen (6), (7) und (8) zu einem gemein- 
samen Grenzwert, so definiert dieser das T-Integral von f iiber ;(a, b; c, cl), 
Jg(a,b;e,d) f dT, in bezug auf T. 
Dann existieren such die in analoger Weise zudefinierenden G-, ]g[- und 
@-Integrale von f iiber i(a, b; c, d). 
b) Geometrisohe Definition [3 b*c; 7, IV, 5 20 und vb, § 341. Ftir 
eine in i(a, b ; c, d) nicht-negative Funktion f(x, y) ist zur Existenz des 
10) Das sol1 such hier bedeuten: lo aus P E K, & EK, P.&=O folgt @ (P+&)= 
=@(P)+@(Q); 2” aus A E K folgt die Endlichkeit der oberen Grenze aller 1@(E)/- 
Werte mit E CA, E EK. 
11) D.h.:aus A, ~K(n=l, 2, . ..). A,.At=O (j f: k),ngIA, EK folgt @$A.)= 
=n&Wn'. 
12) Aus 1” und 2’ geht hervor, da13 jeder Punkt (&, r/J auf sich eine Zerlegungs- 
menge gibt . 
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RX-Integrals in bezug auf T iiber i(a, b ; c, d) notwendig und hinreichend 
die T-MeBbarkeit nach Jordan-Stieltjes der Ordinatenmenge Q(f) = 
= Q(a<x<b; c<y<cZ; 05x5/(x, y)), wobei dann 
Sfta,b; c,~) f dT = das (dreidim.) T-Mal3 von Q nach Jordan-Stieltjes. 13) 
c) Definition mittels Lebesgue-J.-S. Summen [3b*c; 7, IV, 
5 20 und vb, $ 341. Damit eine in i = $a, b; c, d) beschrankte Fun&ion 
fh Y) Calso Ifh Y)I <M in i] ein RS-Integral tiber i, si f dT, in bezug auf 
T hat, ist notwendig und hinreichend da13 sie in i Jordan-mefibar in bexug 
auf T ist, was heilJen sol1 da13 fur jedes z in (-M, + M), eine hochstens 
abzahlbare Teilmenge H ausgenommen, die Teilmenge E[j(x, y) 2 z] von 
i ein (flachenhaftes) Jordan-Stieltjes Ma13 in bezug auf T, mr;~s{E[f(x, y) 2 
2x]> hat; aul3erdem ist dann 
bei -M=zxo<xl<...<x,-1<x,=M; 8 =grXXe Lange der (+I, 5) der 
zugehorigen Zerlegung von (-M, +M), und jedes x5 6 H. 
Fti die zugehiirigen G-, [gl- und @-Integrale von f iiber i hat man 
analoge Formeln. 
Bemerkung. is und K, Ka seien wie im Anfang dieses Par. Hat dann 
eine in is beschrankte Funktion f ein R&Integral uber io i.b.a. T, so 
Ial% sich die ftir die Teilmengen A in Kc durch pr(A) =SA f dT (vergl. 
die erste Bemerkung in 8 2) definierte Mengenfunktion in eindeutiger 
Weise zu einer fiir die Mengen B von K beschrankt additiven Mengen- 
funktion !PT(B) erweitern. Analog la& sich Y&B) einftihren. 
Bemerkung. Eine in io(pa, qo; ~0, so) beschrinkte Funktion f hei& 
in dem Punkte (x0, yo) E io unstetig in bexug auf Q(T) in folgenden Fallen: 
1” bei Unstetigkeit in (x0, yo) nach (x, y) und 
T[i&o; ro, so)] = T[iz(po, go; yo)] = 0; 
2” bei (linearer) Unstetigkeit in (xc, yo) nach y und 
T[il(xo; ro, so)]# 0, T[ia(po, qo; yo)l= 0; 
3” bei &nearer) Unstetigkeit in (x0, yo) nach x und 
T[il(xo; ro, so)] = 0, T[i2(po, PO; yo)] # 0. 
Nun ist zur Existenz des RX-Integrals von f tiber io in bezug auf (@ oder) 
T notwendig und hinreichend dalj die Unstetigkeitspunkte von f in bezug 
auf (@ oder) T eine Lebesguesche T-Nullmenge in io bilden. 
13) Vergleiche den Text bei FuRn. 5. 
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$ 7. Das allgemeine Riemann-Integral in Rz. Das LS- 
Integral als Spezialfall. [7, IV, 3 20 und Va,b,c]. 
io, y, @, T, G, g und K, Ko seien wie in 8 6. Ubrigens werden keinerlei 
Betrachtungen von 3 6 im folgenden, die F&n. 16 ausgenommen, vor- 
ausgesetzt. 
Die nachfolgende Anwendung von Riemann-Summen ftihrt zu der all- 
gemeinen Riemann-Integration in ia(pc, pc ; ~0, SO) in bezug auf die g- 
additive Mengenfunktion 0; ein sol&es Integral von f ist, bei f 2 0 in io, 
eine in K beschrankt additive Mengenfunktion. Unmittelbar ansehliefiend 
gibt die Betrachtung der oberen und unteren allgemeinen Riemann- 
Integrale fur charakteristische Funktionen von Mengen eine Theorie fur 
total-additive @- und T-MaBe, p@ bzw. ,&J, auf einem o-Korper $ (io; T) 
in i0 (p@ = pG-,Ulgl)- Die allgemeinen Riemann-Integrale besitzen schon 
die allgemein bekannten Grenzwerteigenschaften von B. Levi, Lebesgue 
und Fatou. 
Eine in einer Menge E E $? (io ; T) definierte Funktion f heif% ,u@- und 
,&r-meabar, falls fur jedes endliche x die Teilmenge E(f 2.z) von E ein 
pa- und ein pr-MaI3 hat. Die Lebesgue-Stieltjes Integrale in bezug auf 
pQ und ,@ lassen sich mittels Formeln wie (9) in 5 6 einfiihren. Dann folgt 
das Resultat: Aus der Existenz des LX-Integral8 von f in bexug auf ,u@[,u~] 
iiber io folgt die Existenx des albgemeinen R-Integrals von f in bezug auf 
@[T] ; korrespondierende Integrale sind einander gleich. 
Deuten wir durch m, und mr die in bekannter Weise definierten Lebes- 
gue-Stieltjesschen @- und T-MaBe an, so folgt aus Existenz von m,(E) 
und mT(E) (E g io) daB such p&E) und PUT(E) existieren, bzw. gleich 
m,(E) und mT(E). Als Korollar folgt dadurch: Aus der Existenz von 
Jf,, f dm, und St, f dmT folgt da0 such St, (allg. R) f d@ und Jg, (allg. R) f dT 
existieren; die bekannten Eigenschaften der LS-Integrale in bezug auf 
rn@ und mT (insbes. die von Levi, Lebesgue und Fatou) sind somit Spezial- 
falle der korrespondierenden Eigenschaften der allgemeinen R-Integrale. 
Nun folgen einige zugehijrige Definitionen. 
Definition. Eine zu i E KO gehijrende Riemann-Klasse %[i] sei eine 
Klasse von den einzelnen Punkten (x, y) des Segmentes i zugewiesenen 
Umgebungen i((x, y)). 
Satz. Bei einer Menge von endlich vielen Trennungslinien x = xj, mit 
a=xo<xl< . . . <xn-l<x,=b, und y=yk, mit c=yo<yl<...<y,-l<y,=d, 
des Segmentes i = i[a, b; c, d] (; E Ko), einer in (a, b) tiberall dichten 
Menge N, und einer in (c, d) tiberall dichten Menge N,, und einer Riemann- 
Klasse %[i] gibt es eine Zerlegung von i in endlich viele Intervalle ui, . . ., u, 
von folgender Beschaffenheit : 14) 1” ui. uj = 0 (i # j) ; 2” i tq=z; 3” zu 
j-1 
14) Randpunkte von Zerlegungsintervallen werden dabei vernachl&sigt. 
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jedem Trennungspunlct (q, yk) E i (Schnittpunkt von Trennungslinien) ge- 
hijrt ein (xi, yk) enthaltendes Zerlegungsintervall ui & i((q, yk)) E V&i] ; zu 
jedem Trennungspunkt (q, yk) E 5 - i gehijrt ein Zerlegungsintervall 
u4 c q&j, yk)) E vqq, wobei (q, y&) innerer Punkt des linearen (geraden 
oder gebrochenen) Segmentes (a - at). (i - i) ; diese Zerlegungsintervalle 
haben paarweise keine gemeinsamen inneren- oder Randpunkte ; 4’ jedes 
lineare Segment t(q) E [x = q; c 5 y 5 d] (x = q Trennungslinie) und jedes 
lineare Segment b(yk) E [a Ix 5 b ; y = ye] (y = yk Trennungslinie) wird 
tiberschnitten von endlich vielen Zerlegungsintervallen z& 2 i( (q, y(i))) 15) 
bzw. L i( (x(i), yk)) 15) ; 5” fiir jedes weitere Zerlegungsintervall uj ist tij C i, 
und gibt es einen Punkt (q, yj) E uj mit uj g i(q, yj); schliel3lich. 6” fur 
jedes Zerlegungsintervall q E u.(x.’ x 3 3 , j”; yj’, yj”) gehort jedes von a und b 
verschiedene xg’, xj” zu N,, jedes von c und d verschiedene yj’, yj” zu N,. 
Definition al. Nach dem vorigen Satz gibt es zu einer Riemann- 
Klasse %[i] (i E &) und einer (ev. leeren) Menge E von endlich vielen 
Trennungslinien x = xj, mit a; <xl < . . . < ~~-1 <b, wobei T[il(q ; c, d)] > 0 
(j=l, . ..) n - l), und endlich vielen Trennungslinien y =yk, mit c < yr < 
<...<ym-r<d, wobei T[iz(a, b;yk)]>O (k=l, . . ..m-1). Zerlegungenvon 
i, welche wir {%[i], E; T}-Zerkegungen nennen, und deren jede die fol- 
genden Eigenschaften hat : lo neben x = a, x = b und y = c, y = d treten nur 
die eben genannten Linien x = xj, y= yk als Trennungslinien auf; 2” die 
im vorigen Satze auftretenden Mengen iY$ und N, sind hier charakterisiert 
durch T[il(x; c, d)]= 0 bzw. T[iz(a, b; y)]= 0 bei x E Nx bzw. y E NY. 
Definition bl. Zu einer in i (E Ko) endlichwertigen Funktion f und 
der Klasse aller {%[i], E; T)-Zerlegungen von i (gem%0 Def. al) bilde man 
zu jeder derartigen Zerlegung, mit zu Punkten (&, qj) gehijrigen Zerle- 
gungsintervahen UJ, die Summe 
(10) 3’ f (0, %)*T[%l, 
wobei nur iiber solohe i summiert wird, fur die (&, qj) E i. Die Gesamtheit 
aller Werte von (IO) fur alle mijglichen {%[i], E; T)-Zerlegungen, bei a[;] 
und E fest, liefert eine im allgemeinen mehrwertige Riemann-Summe fiir f : 
P[f; p&l, E; q-1, mit abgeschlossener Hiille p[f; (%[i], E; T)]. 
Definition c 1. Falls es zu einer in i endliohwertigen Funktion f eine 
Folge E(l) 2 E(z) 6 . . . g E(k) G . . . (jedes E(k) wie E in Def. al) und eine 
zugehorige Folge %(r)[i] 1 . . . r) %(k)[i] r) . . . von Riemann-Klassen gibt, 
fiir die die B[f; (‘%@[i], E(k); T)] sich in einen Punkt I[f; i; T] (von RI) 
zusammenziehen, so betraohte man f als integrierbar, und definiere durch 
15) Unter den Punkten (q, y(i)) fallen, notch 3’, alle (xi, yk) (Ic=O, . . . . m), unter 
den Puukten (z(i), y/l~) fallen alle (q, yk) (i=O, . . . . m). Die Lage der Punkte (q, y(i)) 
in bezug auf 2c( ist wie die von (~3, ya) in bezug auf ‘~6 unter 3”. 
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den (endlichen) Grenzwert I[/; i; T] das allgemeine Riemann-Integral von 
f fiber i in bexug auf T: 
(lob’s) j”t f dT=I[f; i; T]= lim F[f; {~(k)[i], J-J(~); T)]. 16) 
k-too 
Definition di. Existieren die allgemeinen Riemann-Integrale der 
endlichwertigen Funktion f tiber i E Ko in bezug auf C und jgl, so definieren 
wir das allgemeine Riemann-Integral von f iiber i in bezug auf @ als eine 
Differenz : 
Ji f d@ = Ji f dG-ji f dIgI. 
Fur lineare Intervalle und Mengen von einzelnen Punkten, gehiirend 
zu Ko, wollen wir uns ktirzer fassen. 
Zu einem in io enthaltenen linearen Interval1 ii = ir (l; c, d) [is 2 
&(a, b; q)] ist eine Riemann-Klasse a[&] [‘$!l[i~J] eine Klasse von den ein- 
zelnen Punkten (6, y) [(x, v)] von ir[ia] zugewiesenen zweidim. Umge- 
bungen i(t, y) [i(x, 711. E s 1 assen sich a[$]-uberdeckungen der ij definieren 
nebst zugehiirigen im allgemeinen mehrwertigen, zu endlichwertigen 
Funktionen f korrespondierenden Riemann-Summen F[f ; {%[ij] ; T)]. Mit 
ihrer Hilfe gelangt man dann zur Definition der allgemeinen Riemann- 
Integrale Jfj f dT; und weiterhin der korrespondierenden Jii f cl@. 
Fur ((x, y)> E Ko sei 
SHZ,U/)~ f dT=fb Y).W(~, Y))I> SNZ,Y)I f d@=ff(x> Y)-@‘[{h Y)]I. 
Bemerkung. L&St eine Funktion f such unendliche Werte zu in 
einer Teilmenge H von E E Ko, mit ,u~(H)=0, so betrachte man f als 
allgemein R-integrierbar i.b.a. T bzw. @ tiber E, falls eine Funktion fo, 
gleich f in den Punkten von E-H und endlich in den Punkten von H, 
ein allgemeines R-Integral JE fo dT bzw. JE fO d@ hat, und definiert sodann 
JEfdT=JEfOdT b zw. j-E f d@ = SE fO a@. 
3 7biS. Das Zusammenfallen der MaBe ,UT und rnT, und der 
Mal3e ,u@ und m, in Rz. [4b, VIIbiS, $6 52-54; 7bi5, VIII, Bemer- 
kungen auf S. 3051. 
Neben den schon aus den in $ 7 angegebenen Betrachtungen hervor- 
gehenden Ungleichungen zwischen &Beren und inneren MaBen: 
la& sich, unter Anwendung einer Hilfsintegration im Sinne von Perron 
und des Begriffes der Totalstetigkeit von iMengenfunktionen, beweisen : 
aus Existenz von IT folgt Existenz von m&4), und umgekehrt; 
aus Existenz von p&4) folgt Existenz von m,(A), und umgekehrt. 
16) Aus der Existenz der RS-Integrale in bezug auf T in 0 6, a) folgt dalj die 
dort betrachtete Fur&ion f such ein allgemeines R-Integral (lObis) in bezug auf 
T hat; die Integralwerte sind dieselben. 
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Die Theorie der LS-Integrale in bezug auf ,u@ und ,UT, und die der LS- 
Integrale in bexug auf m, und rn~ fallen somit xusammen. 
Es ist unmittelbar ersichtlich da13 in Theorem 63 von VIIbis das Wort 
,,nicht-negativ” fortgelassen werden darf, wodurch man erhalt: 
The or em. Jede in ia beschrankte Funktion f, welche uber io ein 
allgemeines R-Integral i.b.a. T hat, ist in io such mr-meflbar. 
Wie in RI (siehe Q 3, Resultat 1.) folgt nun such in Rz : Fiir jede Fur&ion 
f, welche in io von einerlei Zeichen ist, sind die allgemeine R-Integration 
in bexug auf @ und die LS-Integration in bexug auf m, fiber io gleichzeitig 
anwendbar oder nicht; im ersten Fall sind dann die xwei Integralwerte 
dieselben. 
Beweis. Wir diirfen uns auf f 20 in jedem Punkte von ie und T 
anstatt @ beschranken. 
Bei f beschrankt und allgemein R-integrierbar i.b.a. T in io folgt, nach 
obigem Theorem, f mr-mel3bar; somit existiert such Jz,, (LS) f dmT= 
=st, (LS) f dpr; mit einem in 9 7 formulierten Resultat folgt 
Sic (LS) f dmT = St, f dT. 
Mit dem Resultat von 5 7 folgt sofort, bei f beschrlnkt und mr-, also 
such pr-integrierbar da13 auoh SZ, f dT existiert, dabei gleich St,, (LS) f dmT. 
1st f nioht besohrankt in io, so sei, fur die nattirliche Zahl n, fn=inf (f, n) 
in den Punkten von io. Aus Eigenschaften der LS-Integrale folgt bei 
Integrierbarkeit von f tiber ia i.b.a. mr dasselbe fiir fn, mit 
aus der Existenz des allgemeinen R-Integrals SZ, f dT folgt such die von 
Si, fn dT, 17) wonach dann mit einem bekannten, such fur allgemeine R- 
Integrale in Rz giiltigen Satz von B. Levi [siehe 7, VC, 9 39, Th. 50bis] 
folgt : St, f dT = lim Si, fn dT. 
s+m 
Damit la& sich der Fall von f nicht beschrankt auf den Fall von be- 
sch.rBnkter Funktion f zuriickftihren. 
Wie in 5 3 das Resultat 3., erhalt man auoh hier eine Folgerung : 
Jede in in pu,-mebbare Fun&ion f, mit 1 f 1 allgemein R-integrierbar in 
bexug auf @ fiber io, hat such selbst ein allgemeines R-Integral in bexug auf 
CD tiber io, gleich den nun ebenfalls existierenden LX-Integralen von f in 
bezug auf ,LL@ und m,. 
17) Man betrachte in &-, g z 0, und die Funktionenfolge hl = f; & = rr; hi - f; 
h4 - 9%; . . . Dann folgt lim inf hk oder inf (f, 12) allgemein T-integrierbar, nach einem 
K+c=s 
bekannten, such fiir allgemeine R-Integrale in R2 giiltigen S&z [siehe 7, VC, 8 40, 
Theorem 53, a)]. 
325 
5 8. Der Satz von Fubini fur allgemeine Riemann-Inte- 
grale. [S]. 
In Rz = RI’ x RI” betrachten wir das Segment ia = io’ x io”, wobei 
io’ = 20’[~0, pa] C RI’ und ZO” = ~o”[Yo, so] C RI”; y’(C) und y”(V) seien in 
~0’ bzw. io” nicht-negative, beschrankt additive Segmentfunktionen, wo- 
durch y(i@)) E y’(&‘) my”(Y), mit i(2) = $” x B”, eine in io(s) nicht-negative, 
beschrankt additive Segmentfunktion sein wird. We @“, K, Ko in 5 2 
(fiir RI) und in 3 6 (fur Rz) aus y hervorgingen, so ftihren y’, y” und y 
zu @‘, K’, Ko’ in io’, bzw. W’, K”, Ko” in ig”, bzw. @, K, Ko in i,(a). Dabei 
sind di’, @“, Cp nicht-negativ und bzw. o-additiv fiir die Mengen von 
K’ K”, K, wahrend fur jedes Interval1 i(2) E i’ x i” G &(a) gilt: 
@(iGv) =@‘(i’). @‘“(;“). 
Der Fubinische Satz bei der allgemeinen Riemann-Integration erhalt 
nun folgende Form: 
Hat die in ion, po; ~0, SO) C R2 endlichwertige Funktion f(x, y) 
daselbst ein allgemeines Riemann-Integral in bezug auf @ = @‘. @” (siehe 
den ersten Absatz dieses Par.), so existiert in den Punkten d von 
io’ = io’(pa, qo), diejenigen einer Teilmenge H mit pailpt(H)= 0 ausge- 
nommen, das allgemeine Riemann-Integral in bezug auf @” von f(Z, y) 
iiber i;” G i”(x=X; ro<y<so): J’Q, (allg. R) f (2, y) a?@“. 
Fur die in io’ definierte Funktion F,(Z), gleich JCJJ (allg. R) f (2, y) cl@ 
in den Punkten X, in welchen dieses Integral existiert, und gleich Null 
in den tibrigen Punkten von io’, gibt es dann ein allgemeines R-Integral 
iiber io’ in bezug auf @’ mit 
St,,/ (allg. R) Fed@’ =Ji,,(2j (allg. R) f (x, y)d@. 
Bemerkungen. 1. Im Fubinischen Satz darf man die Endlich- 
wertigkeit von f einschranken zu den Punkten von io(s) -E, wobei E 
eine Teilmenge von i,(z) mit ,uua:a(E) = 0. 
2. Aus dem Fubinischen Satze fiir allgemeine Riemann-Integrale folgt 
dieser Satz fur Lebesgue-Stieltjes Integrale : 
Bei is, is’, i,” und @‘, @‘, @” wie oben sei f(x, y) LX-integrierbar i.b.a. 
,uo fiber io. Dann ist 
dabei ist St;,, (LX) f(Z, y) c++,J, in den Punkten 5.5 von io’, in welchen dieses 
Integral nicht existiert, durch Null zu ersetzen. 
3. Fur Fubinische Satze (Reduktion von Doppelintegralen zu ein- 
fachen Integralen) bei Riemann-Stieltjes Integration in euklidischen 
R&men siehe [3b]. 
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